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Lebesgue Ölçüsü
Lebesgue ölçüsü, Reel analizin bir alt konusudur. Konu ile ilgili olarak daha çok Lebesgue ölçülebilirlik ifadesi kullanılır. 1900’lü yıllarda Henrie Lebesgue tarafından ortaya atılmış ve kabul görmüştür. Konuyu daha da derinleştirdiğimizde Lebesgue integralleri ile karşılaşırız. Reimann anlamında integrallenemeyen fonksiyonların integrallerini alabilmekte bize yardımcı olur. Ancak burada yalnızca Lebesgue ölçüsünü açıklayacağız. Konunun daha anlaşılabilir olması için bilinmesi gereken ifade ve tanımları kısaca açıkladık. Bunların içerisinde cebrin tanımı,  cebrinin tanımı, Borel cebri, ölçü, sonlu ölçü ve dış ölçünün tanımlarından yararlanarak Lebesgue ölçüsünü ayrıntılı olarak tanımlayacağız. Sizlere aralığında,  üzerinde ve  üzerinde Lebesgue ölçüsünü tanıtacağız.
Index:
1) Giriş
i) Cebir ve σ Cebri ... (2)
ii) Borel Cebri … (2)
iii) Ölçü … (2)
iv) Sonlu Ölçü … (2)
v) Dış Ölçü … (3)
vi) Ölülebilir Küme … (3)
2) Lebesgue Ölçüsü
i) [0,1) Üzerinde Lebesgue Ölçüsü … (3)
ii) R Üzerinde Lebesgue Ölçüsü … (6)
iii)  Üzerinde Lebesgue Ölçüsü … (7)
3) Kaynaklar











Cebir ve  Cebri
Tanım: ,  kümesinin alt kümelerinin bir ailesi olsun. Eğer  aşağıdaki koşulları sağlarsa ’ye bir cebirdir denir.
1) 
2) 
3) 
Tanım: ,  kümesinin alt kümelerinin bir küme ailesi olsun. Eğer  aşağıdaki koşulları sağlarsa ’ye  cebri denir.
1) 
2) 
3) 
O halde  ve ’dir. Dolayısıyla buradan her  cebrinin bir cebir olduğunu ancak her cebrin bir  cebri olmadığı görülür.
Örnek:  kümesi ’in kuvvet kümesi olmak üzere  kümesi üzerindeki en büyük  cebridir.
Örnek:  kümesi en küçük  cebridir.
Örnek:  bir  cebridir.
Borel Cebri
Tanım: , ’in alt kümelerinin bir ailesi olsun ama  bir  cebri olmasın. ’yi içeren ve  üzerinde tanımlanan  cebirlerinin kesişimi de bir  cebridir. ,  cebrine  tarafından üretilen  cebri denir.

için eğer bir metrik veya topolojik uzaysa ’in açık alt kümelerinden bahsedebiliriz.  Borel cebridir. Yani bütün açık kümelerini içeren en küçük  cebrine Borel cebri denir.
Ölçü
Tanım:  bir küme, ’de  üzerinde tanımlı bir  cebri olsun. Eğer  fonksiyonu,
1) 
2) Eğer  ayrık  kümeleri için,  (’nün sayılabilir toplam özelliği)
Koşullarını sağlıyorsa  fonksiyonuna ölçüdür denir. ’ye ölçü uzayı denir.
Sonlu Ölçü
Tanım:  ölçü uzayında eğer  (sonlu) ise  ölçü fonksiyonuna sonlu ölçü denir.
Tanım:  ölçü uzayında eğer, ,  ve  ise  ölçüsüne  sonlu ölçüsü denir.
Örnek:  ölçü uzayı, olasılık uzayıdır. Burada  olasılık fonksiyonu (ölçü fonksiyonu),  bir  cebri  ise küme (uzay) olarak tanımlıdır.  olduğundan,  sonlu ölçüdür.
Dış Ölçü
Tanım:  ölçü uzayında  için  alalım. Amacımız  ölçü fonksiyonunu daha büyük bir küme ailesine genişletmek.  dış ölçü olarak gösterilsin. O halde,  için  için  olacak şekilde küme aileleri vardır öyle ki  ifadesi doğrudur. Örneğin  ( bir  örtüsü) ise  için örtüdür.  için,

dir. Yani  örtüleri üzerinden infimum alıyoruz.
·  üzerinden infimum alıyoruz ki örtüyü sarsın ve bu sayede en küçük ölçüyü elde edebilelim.
 kümesinin dış ölçüsü  kümesini içeren en küçük  örtüsünün ölçülerinin toplamına eşittir. Dış ölçü şu koşulları sağlamalıdır:
1) 
2)  (Monotonluk)
3) 
Tanım:  bir küme; ,  üzerinde tanımlı bir cebir olsun.  bir ölçü olsun.  için,  olacak şekilde,
1) Eğer  sonlu ise  ve ’dur.
2) , ’nün bir genişlemesidir. Yani ’dır.
Ölçülebilir Küme
Tanım:  bir küme; ,  üzerinde bir dış ölçü olsun. Eğer  kümesi için, 

sağlanıyorsa  kümesine ölçülebilir küme denir.
Lebesgue Ölçüsü
 Üzerinde Lebesgue Ölçüsü
 olmak üzere  aralıklarından oluşan bir küme ailesi olsun. ’da küme ailesinden alınan sonlu sayıda ayrık kümelerin birleşimlerinden oluşan bir cebir olsun.

olarak belirlidir.  için  dır.
Teorem: , ayrık kümeler olmak üzere, 

için, 

dir.
İspat: “”  için   olacağından,  olur. Buradan, 


buradan,

buluruz.
“” 

burada,  ve aralığımız  ile  arasında olduğundan ve  olduğundan aralığın dışına çıkmamak için  alırız. Bu yüzden  değerinin maksimum değerini alırız. Heine-Borel teoreminden,  vardır ki,

O halde,

Buradan


Dolayısıyla, bu ifadelerden,



buradan,

bulunur. (Genişlettik)
Teorem:  ayrık kümeler olsun. Öyle ki  için,

sağlanır.
İspat:  için,




Buradan,

Bulunur.  için  fonksiyonu  Borel cebri üzerinde bir ölçüdür. Bu ölçüye Lebesgue ölçüsü denir. Buradan şu sonucu çıkarabiliriz: Lebesgue ölçüsü Borel cebri üzerinde tanımlanır.
 Üzerinde Lebesgue Ölçüsü
Teorem:  kümesi,  Borel cebrine aittir. ⇔  olacak şekilde bir tane  kümesi mevcuttur.
İspat: “”  bir  cebri olmak üzere, 
1) 
2) 
 ,  olduğundan
 ve  dir.
3) 

 bir cebirdir. ,  cebri  aralığının bütün açık alt kümelerini içerdiği için,  aralığı üzerindeki Borel cebrini de içerir. Yani 

“”
1)  

2) 

3)  
 dir. 
,  cebri  üzerindeki bütün açık alt kümeleri içerdiği için  üzerinde tanımlı olan Borel cebrini de içerir. Yani,  dir.
Sonuç:  üzerindeki Borel cebrini herhangi bir  aralığına sınırladığımızda bu yarı kapalı aralık üzerindeki Borel cebrini elde ederiz. Yani  (Yani sınırlar, indirger)
· 
 olduğu için  üzerinde tanımlı olan  Lebesgue ölçüsü,  üzerinde tanımlı olan  ölçüsüne genişletilebilir. Yani  dir.  dir.  dır.  için

 Üzerinde Lebesgue Ölçüsü
 olmak üzere;
1) 
2) Özel dikdörtgenler: Kenarları eksenlere paralel olan dikdörtgenlerdir.
, 
, 
3) Özel poligonlar: Sonlu sayıda özel dikdörtgenlerin birleşimi ile elde edilir.
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4)  Lebesgue ölçüsü iyi tanımlıdır.

· Aynı poligonu gösteren özel dikdörtgenlerden bağımsızdır.  ölçüsü  ve  ayrık özel dikdörtgenlerdir.
5) Açık kümelerin Lebesgue ölçüsü:  açık küme,

· Açık kümelere içeriden yaklaşarak en yakın poligon açık kümenin ölçüsünü verir.
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6) Açık kümenin özellikleri: G bir açık küme olmak üzere,

· Boş kümeden farklı her açık kümenin ölçüsü sıfırdan farksızdır.
7) 
8) 
İspat:

poligonlar üzerinden supremum alırsak,

9)  (Ayrık olma koşulu yoktur, ayrık olurlarsa birbirine eşit olurlar) Yani  ‘lar açık kümeler olmak üzere, aşağıdaki ifade doğrudur.
İspat:
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10)  için aşağıdaki ifade doğrudur.
İspat: 9’da  olduğunu göstermiştik. Şimdi göstermemiz gereken 



Limit alırsak,

11) Kompakt kümenin Lebesgue ölçüsü:  kompakt bir küme olsun. (Şimdi kompakt kümeye dışarıdan açık kümelerle yaklaşıyoruz.)
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12) Kompakt kümelerin özellikleri:  kompakt olmak üzere,  
· Kompakt bir küme hiçbir zaman sonsuz değerini almaz.
13) 
İspat:



· ’yi içeren G kümeleri üzerinden infimum alıyoruz.
14)  için ’dir.
İspat:



15)  üzerinde kompakt kümeler  ise ’dir.
İspat: 14’te  olduğunu gösterdik. Şimdi göstermemiz gereken, verilen şartlar altında  olduğudur.



 açık küme olsun, buradan  ve  ayrık kümeler olmak üzere,



16)  de herhangi bir küme olmak üzere,
İç ölçü: 
Dış ölçü: 
17) Eğer  ise o zaman A kümesi Lebesgue ölçülebilir bir kümedir. Ayrıca  eşitliği de doğrudur.
18) Her açık küme Lebesgue ölçülebilir kümedir.
İspat:  açık küme olmak üzere,



· İki küme ölçülebilirse kesişimleri ve farkları da ölçülebilirdir.






















Kaynaklar:
Measure, Topology and Fractal Geometry  – Gerard A. Edgar (Çeviri: Prof. Dr. H. Hilmi Hacısalihoğlu)
Wikipedia  – http://en.wikipedia.org/wiki/Lebesgue_measure
Wolfram Mathworld  – http://mathworld.wolfram.com/LebesgueMeasure.html
Planetmath – http://planetmath.org/encyclopedia/LebesgueMeasure.html
Reel Analiz Ders Notları – Yrd. Doç. Dr. Ali Demir
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